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46 種々の数列 

381 

 第 k項 ( )nk ,,3,2,1 = は ( ){ }1222 -- knk ，すなわち， ( )knk 1224 2 ++- と表される。 

よって， 
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(1) 

 分母が同じものを 1 つの群として扱うと， 

第 k群 ( ),3,2,1=k は初項
1

1
+k

，公差
1

1
+k

，項数 kの等差数列である。 

したがって，
50
37

は第 49 群の 37 番目の項にあたる。 

また，第 1 群から第 48 群までの項数は
( ) 1176

2
1484848

1

=
+

=å
=k

k  

よって，
50
37

は与えられた数列の 1213371176 =+ 番目の項，すなわち第 1213 項である。 

(2) 

 第 1000 項が第 n群に含まれるとすると， 
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1 +
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- nnnn
より， ( ) ( )120001 +£<- nnnn  

20002 =x ( )0>x とすると， 45520 »=x だから， 

45=n とすると， ( ) 19801 =-nn ， ( ) 20701 =+nn より， ( ) ( )120001 +£<- nnnn を満たす。 

よって，第 1000 項は第 45 群に含まれる。 

これと，第 44 群までの項数
( ) 990

2
1444444

1

=
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==å
=k

k より， 

第 1000 項は第 45 群の 109901000 =- 番目の数である。 

よって，その数は
46
10  
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(3) 

 第 k群に含まれる数の和は 
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よって，第 44 群までの数の総和は
( ) 495

4
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 また，第 45 群の最初から 10 番目の数の和は
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 よって，
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よって，
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nnS
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 ゆえに， 

6423

2
6462

2

2
22

21

2

1

2

1

2

---×=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ++
-=

=

=

+

==

- åå

nn

nn

S

jj

n

n
n

n
n

n

j
j

n
n

j

jn

　　　　　

　　　　　

　　　　　
 

384 

(1) 
 2411 == Sa  

 2³n のとき 
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 ( )( )214 ++ nnn に 1=n を代入すると， ( ) ( ) 24211114 =+×+×× となり， 1a と一致する。 

 よって， ( )( )214 ++= nnnan は 1=n のときも成り立つ。 

 ゆえに，題意が成り立つ。 

(2) 
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 補足 

  ( )( ) ( ) ( )( )211214
1

++
+

+
=

++ kk
B

kk
A

kkk
とおき，両辺を ( )( )214 ++ kkk 倍すると， 

  ( ) BkkA 4241 ++= より， ( ) 0184 =-++ AkBA  

  これが任意の自然数 kで成り立つから， 0=+ BA かつ 018 =-A より， 
8
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385 

(1) 
 ,11,10,8,7,5,4,2,1 87654321 ======== aaaaaaaa より， 

 奇数番目の項は初項 1，公差 3 の，偶数番目の項は初項 2，公差 3 の等差数列である。 
 よって， ( ) 1313112 -=-+=- mma m ， ( ) 231322 -=-+= mma m  132 -=\ ma m  

(2) 
 (1)より， 132 -= ma m ， 2312 -=- ma m  

 (i) mn 2= のとき 
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  これと
2
nm = より， 2

4
3 nSn =  

 (ii) 12 -= mn のとき 
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(i)より 2
22321 3maaaaa mm =+++++  だから， 

( )( ) 133 2
221212321 +-=-++++++ -- mmaaaaaaa mmmm  

  これと
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 (i)，(ii)より， 

nが偶数ならば 2

4
3 nSn = ， nが奇数ならば

4
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4
3 2 += nSn  
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(3) 

(i) nが偶数のとき 

  600
4
3 2 ³= nSn より， 8002 ³n  

これと 22 2980028 << より，最小の正の偶数は 30 
(ii) nが奇数のとき 

  600
4
1

4
3 2 ³+= nS n より，

3
18002 -³n  

これと 22 29
3
180027 <-< より，最小の正の奇数は 29 

 (i)，(ii)より， 600³nS となる最小の正の整数は 29 

386 
2240 xny -££ の格子点の個数を nS ， 220 xny -<£ の格子点の個数を nT とすると， 

求める格子点の個数は nn TS -  
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nS について 

 y軸上（ 0=x ）の格子点の個数は 14 2 +n  

  kx = （ nk 2,,2,1 = ）上の格子点の個数は 14 22 +- kn  

  これと， 224 xny -= が y軸に関して対称であることから， 
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 nT について 

 y軸上（ 0=x ）の格子点の数は 2n  

  kx = （ nk ,,2,1 = ）上の格子点の個数は 22 knak -=  

  これと， 22 xny -= が y軸に関して対称であることから， 
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 (i) 1=n のとき 
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(1) 

 211 <£ ， 221 <£ ， 231 <£ ， 24 = より， 
 1321 === aaa ， 24 =a  

(2) 

kan = のとき， 1+<£ knk  

よって， ( )22 1+<£ knk  すなわち ( ) 11 22 -+££ knk  

したがって， kan = である項の個数は ( ) 12111 22 +=+--+ kkk  
よって， kan = である各項の和をとると， ( )12 +kk  

ゆえに， 
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(1) 
 x座標の値と y座標の値がいずれも整数であるような点を格子点と呼ぶことにする。 

解法 1 

 kyx
=+

23
( )0,0 ³³ yx を対角線とする長方形 OABC の頂点を次図のようにとると， 

ka は△OAC の周を含む内部の格子点の個数である。 

そこで， ka を，以下の手順を経て， kの式で表してみる。 

対角線 AC の中点を M ÷
ø
ö

ç
è
æ kk,

2
3

，点 M を通る直線と長方形 OABC の辺との交点のうち，

対角線 AC より上側の交点を D，下側の交点を E とすると， 

△MCD≡△MAE（証明略）より，MD＝ME 

よって，点 M に関して対称な関係にある MD 上の点と ME 上の点は 1 対 1 に対応する。

また，MD 上の格子点を ( )ii yx , ， ( )ii yx , と点 M に関して対称な点を ( )jj yx , とすると，

÷
ø
ö

ç
è
æ=÷÷

ø

ö
çç
è

æ ++
kk

yyxx jiji ,
2
3

2
,

2
より， ( ) ( )iijj ykxkyx --= 2,3,  

ixk -3 と iyk -2 は整数だから， ( )jj yx , は格子点である。 
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したがって，MD 上の格子点と ME 上の格子点が 1 対 1 に対応する。 

これと，点 M を通る直線群は長方形 OABC の周および内部のすべての点を通ることから， 

長方形 OABC の周を含む内部の格子点で，対角線 AC より上側の格子点の個数と下側の

格子点の個数は等しい。 
よって，長方形 OABC の周を含む内部の格子点の個数を kb ，対角線 AC 上の格子点の個

数を kc とすると， k
kk

k c
cb

a +
-

=
2

より，
2

kk
k

cb
a

+
=  ・・・① 

kb について 

( )( )1312 ++= kkbk  ・・・② 

 kc について 

  対角線 AC の方程式は kyx
=+

23
( )0,0 ³³ yx すなわち xky

3
22 -= ( )0,0 ³³ yx だから， 

格子点は ( ) ( ) ( )0,3,,22,3,2,0 kkk -  \ 1+= kck  ・・・③ 

②と③を①に代入し，整理することにより， 133 2 ++= kkak  

 

 

x
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O A

BC D
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2k 

3k 3
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k 

kyx
=+

23
( )0,0 ³³ yx  
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解法 2 

 kyx
=+

23
( )0,0 ³³ yx より， ykx

2
33 -= ( )0,0 ³³ yx  

 よって，次図斜線部（境界線を含む）の格子点の個数が ka である。 

 km ,,2,1 = とすると， 

 my 2= 上の格子点の個数 

  mkx 330 -££ を満たす整数 xの個数格子点の個数が格子点の個数となるから， 

その個数は 133 +- mk  
 12 -= my 上の格子点の個数 

  
2
1133

2
3330 ++-=+-££ mkmkx を満たす整数 xの個数が格子点の個数となるから， 

  その個数は 233 +- mk  
 また， 0=y 上の格子点の個数は 13 +k  

 よって， 
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補足 

 xky
3
22 -= ( )0,0 ³³ yx から求める場合 

km ,,2,1 = とすると， 

 23 -= mx 上の格子点の個数は，
3
4220 +-££ mky より， 222 +- mk  

 13 -= mx 上の格子点の個数は，
3
2220 +-££ mky より， 122 +- mk  

 mx 3= 上の格子点の個数は， mky 220 -££ より， 122 +- mk  

 これと， 0=x 上の格子点の個数が 12 +k であることから， 
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(2) 

 条件より，平面 lz = ( )nl ,,2,1,0 = 上の格子点は， nlyx
£++

23
( )0,0 ³³ yx を満たすが， 

その個数は xy平面において lnyx
-£+

23
( )0,0 ³³ yx を満たす格子点の個数と等しい。 

また，(1)より， kyx
£+

23
( )0,0 ³³ yx を満たす格子点の個数は 133 2 ++ kk である。 

よって，平面 lz = ( )nl ,,2,1,0 = 上にあり，条件を満たす格子点の個数は 

( ) ( ) ( ) 1331233133 222 ++++-=+-+- nnlnllnln  
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3k - 3m 

2m - 1 

3k - 3m + 3
2 
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ゆえに， 
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n

　　

　　

　　

　　

 

参考 

切片方程式 
 x切片を a， y切片をbとする直線の方程式 

1=+
b
y

a
x

（ ba, は 0 でない実数） 

 

  証明 

A ( )0,a ，B ( )b.0 を通る直線の方程式は， bx
a
by +-=  1=+\

b
y

a
x  

x

y

O
A

B

a 

b x
a + y

b = 1 
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390 

1
1

£å
=

l

k
ka の証明 

はじめて 0=ka となる kが 11 +££ lk において存在するとき， 021 ³³³³ naaa  より， 

021 ==== ++ nll aaa   

これと 1
1

=å
=

n

k
ka より， 1

11

==åå
==

n

k
k

l

k
k aa  ・・・① 

はじめて 0=ka となる kが nkl ££+ 2 において存在するか 021 >³³³ naaa  のとき 

1
11

=<åå
==

n

k
k

l

k
k aa  ・・・② 

よって，①，②より， 1
1

£å
=

l

k
ka  

å
=

£
l

k
kan

l

1

の証明 

間接証明：背理法 

 
n
la

l

k
k <å

=1

と仮定する 

1
1

=å
=

n

k
ka より， åååå

+=+===

-=-=
n

lk
k

n

lk
k

n

k
k

l

k
k aaaa

1111

1  

したがって，
n
la

n

lk
k <- å

+= 1

1  すなわち
n
ln

n
la

n

lk
k

-
=->å

+=

1
1

 

また， 01 ³³³³ + nll aaa  より， ( ){ } ( ) ll

n

lk
k alnalna -=++-£å

+=

11
1

 

よって， ( )
n
lnaln l

-
>-  すなわち

n
al

1
>  

ゆえに，
n
lala l

l

k
k >³å

=1

 すなわち
n
la

l

k
k >å

=1

 

これは仮定すなわち
n
la

l

k
k <å

=1

と矛盾する。 

よって，背理法により， å
=

£
l

k
kan

l

1
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直接証明 

1
1

=å
=

n

k
ka より， 

å

ååå

+=

+===

-=

-=

n

lk
k

n

lk
k

n

k
k

l

k
k

a

aaa

1

111

1　　　

 

ここで， 0121 ³³³³³³³ + nll aaaaa  より， 

( ) ( ) 1
1

alnalna l

n

lk
k -££-£å

+=

 すなわち ( ) ( ) 1
1

alnalna l

n

lk
k --³³--³- å

+=

  

よって， ( ) ( ) 1
1

11 alnalna l

l

k
k --³³--³å

=

 より， 

( ){ } ( ){ } ( ){ }l
l

k
k alnalnalnal --++--+--³å

=

111 21
1

  

すなわち ( )åå
==

--³
l

k
k

l

k
k alnlal

11

 \ å
=

£
l

k
kan

l

1

 


